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Общие указания

Предлагаемая работа содержит контрольные задания по программе второго курса высшей математики для студентов всех специальностей. Каждое задание содержит образец решения.

Выполнение студентами контрольных заданий является одним из этапов изучения учебной дисциплины и подготовки к экзамену. Каждое контрольное задание выполняется на отдельном листе формата А4. Все задания брошюруются и предъявляются преподавателю для защиты.

К экзамену допускаются лишь те студенты, у которых зачтены все контрольные задания, запланированные в данном семестре.

Каждый студент выполняет контрольные задания в соответствии со своим вариантом.

Обыкновенные дифференциальные уравнения

1. Обыкновенными дифференциальными уравнениями первого порядка называются следующие уравнения
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где 
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 – заданная функция двух переменных.

Решением уравнения (1) называется дифференцируемая функция 
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 подстановка которой в (1) обращает его в тождество по 
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. Всякое решение уравнения (1) геометрически изображается кривой на плоскости 
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 (интегральная кривая).

Основной задачей для уравнения (1) является задача Коши. В этой задаче требуется найти решение 
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, проходящее через заданную точку 
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 плоскости 
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, т.е. должно выполнятся начальное условие (условие Коши):
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Пусть 
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 – некоторая область в которой 
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 являются непрерывными функциями. Тогда через каждую точку этой области проходит единственная интегральная кривая уравнения (1) (теорема существования и единственности решения задачи Коши).

2. Обыкновенными дифференциальными уравнениями второго порядка называются уравнения вида 
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где в правой части стоит известная функция трёх переменных.

Дважды дифференцируемая функция 
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 называется решением уравнения (2), если её подстановка в (2) обращает его в тождество по 
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Задача Коши для уравнения (2) состоит в определении решения этого уравнения 
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, удовлетворяющего начальным условиям (условиям Коши):
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Такие уравнения имеют вид
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где 
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 – заданные постоянные величины, а 
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 – известная функция одного переменного. Общее решение (3) состоит из двух слагаемых: первое слагаемое 
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 – общее решение (3) с нулевой правой частью (решение однородного уравнения), второе 
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 – является частным решением уравнения (3).
Рассмотрим более подробно общее решение 
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 однородного уравнения
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Структура решения зависит от корней характеристического уравнения
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Возможны три случая:

1) 
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2) Если 
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3) При 
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 характеристическое уравнение имеет комплексно сопряжённые корни
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В этом случае


[image: image34.wmf])

sin

cos

(

2

1

1

x

C

x

C

e

y

x

w

w

d

+

=

, где 


[image: image35.wmf]a

D

a

b

2

,

2

=

-

=

w

d

.

Во всех трёх случаях 
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 – произвольные постоянные.

Для решения линейных уравнений с постоянными коэффициентами, а также их систем часто используется преобразование Лапласа. Преобразованием Лапласа функции 
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 называют функцию комплексного переменного 
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Преобразование Лапласа производной от функции 
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Если известна функция 
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 (образ), то с помощью обратного преобразования Лапласа можно определить функцию 
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Задача №1
Найти общее решение дифференциального уравнения с разделяющимися переменными.

Таблица №1
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Образец решения задачи №1
Найдём общее решение дифференциального уравнения:
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Прежде всего, разделим переменные
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После интегрирования находим общий интеграл.
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Непосредственно убеждаемся, что 
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 является решением нашего уравнения. Это особое решение, оно не входит в состав общего решения ни при каком значении постоянной 
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Задача №2
Найти общий интеграл однородного дифференциального уравнения.

Таблица №2
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Образец решения задачи №2
Найдём общий интеграл однородного уравнения:
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Сделаем замену 
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Это уравнение с разделяющимися переменными.
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После интегрирования получаем:
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Вычислим интеграл, входящий в последнюю формулу:
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Таким образом, получаем общее решение
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Возвращаемся к старой переменной 
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 и окончательно находим общий интеграл исходного уравнения:
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, то подстановкой в исходное уравнение убеждаемся, что эти функции являются решением. Итак, данное уравнение имеет бесконечно много особых решений.
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Задача №3

Решить задачу Коши для линейного уравнения 1-го порядка.

Таблица №3
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Образец решения задачи №3
Найдём решение задачи Коши: 
[image: image158.wmf]0

)

0

(

,

1

2

2

2

=

+

+

=

+

+

¢

y

x

e

x

y

y

x

.

Решение линейных уравнений проводят в два этапа. Сначала находят общее решение однородного уравнения
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Это уравнение – с разделяющимися переменными. Разделяя переменные и интегрируя находим:
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На втором этапе ищут частное решение неоднородного уравнения. Для этой цели служит метод вариации постоянной 
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Сущность метода состоит в следующем. Будем искать частное решение в виде:


[image: image164.wmf],

2

)

(

+

=

x

x

C

y

где 
[image: image165.wmf])

(

x

C

 – неизвестная функция.

Осуществляя постановку предполагаемого решения в исходное уравнения находим:
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Таким образом, частное решение исходного уравнения найдено:
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Общее решение линейного уравнения есть сумма общего решения однородного уравнения и частного решения неоднородного, т.е.
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Из начального условия 
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 определяем постоянную 
[image: image172.wmf]C

:


[image: image173.wmf]6

5

,

3

1

4

3

2

0

-

=

-

+

=

С

C

.

Решение задачи Коши найдено:
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Задача №4
Проинтегрировать уравнение в полных дифференциалах

Таблица №4
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Образец решения задачи №4

Рассмотрим уравнение, записанное в дифференциальной форме
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В этом уравнении 
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, левая часть заданного уравнения есть полный дифференциал некоторой функции 
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Чтобы определить неизвестную функцию 
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Отсюда
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Таким образом, получаем общее решение исходного уравнения в виде 
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Задача №5
Найти общее решение уравнения Эйлера.
Таблица №5
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Образец решения задачи №5
Решим уравнение Эйлера второго порядка
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Перейдём к новой независимой переменной 
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Исходное уравнение после этой замены преобразуется в линейное уравнение с постоянными коэффициентами
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Характеристическое уравнение
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имеет два корня 
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Следовательно, 
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Задача №6
Найти общее решение линейного уравнения с постоянными коэффициентами.
Таблица №6
	1
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Образец решения задачи №6
Рассмотрим линейное однородное уравнение с постоянными коэффициентами четвёртого порядка
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Ему соответствует характеристическое уравнение
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которое раскладывается на множители
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Отсюда получаем корни 
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В соответствие, с этим получаем общее решение заданного уравнения
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Задача №7
Решить задачу Коши для линейного уравнения второго порядка.

Таблица № 7
	1
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Образец решения задачи №7
Найдём решение задачи Коши:
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Характеристическое уравнение имеет вид:


[image: image333.wmf]0

36

,

0

9

2

<

-

=

=

+

D

l

.

В этом случае общее решение однородного уравнения 
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 представляется в виде:
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Для нахождения частного решения неоднородного уравнения применим метод вариации произвольных постоянных. Напишем систему уравнений, для неизвестных функций 
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Вычисления показывают, что
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После интегрирования определяем функции 
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Таким образом, общее решение исходного уравнения найдено:
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Определяем постоянные 
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Окончательно, решение задачи Коши имеет вид:
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Задача №8
Построить решение задачи Коши в виде степенного ряда. Найти радиус сходимости ряда.

Таблица №8
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Образец решения задачи №8
Решим следующую задачу Коши:
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Будем искать решение этой задачи в виде степенного ряда
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Остальные коэффициенты ряда определим после подстановки предполагаемого решения в уравнение. Вычисления дают:
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Складывая написанные три равенства, получаем результат подстановки ряда в исходное уравнение.
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В силу начальных условий 
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 Для определения неизвестных 
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 получаем систему уравнений


[image: image392.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

+

+

+

+

-

=

-

=

+

+

...)

4

,

3

,

2

(

0

)

1

)(

2

(

5

)

3

9

2

(

0

4

30

0

10

3

2

2

1

3

2

0

n

n

n

a

n

n

a

a

a

a

a

n

n

.

Последовательно находим
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Четные коэффициенты 
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 определяются из последнего уравнения
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Для нахождения радиуса сходимости ряда можно использовать формулу
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Задача №9
Решить задачу Коши с помощью преобразования Лапласа.
Таблица №9
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Образец решения задачи №9
Решим с помощью преобразования Лапласа задачу Коши:
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Прежде всего, напишем линейную систему для образов:


[image: image429.wmf]1

13

2

1

13.

2

pXXY

pYXY

+=-

+=+


Запишем эту систему в стандартном виде:
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Решаем систему по формулам Крамера:
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Функции 
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Искомое решение получаем по формулам обращения:
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Написанные интегралы без труда вычисляются с помощью теоремы о вычетах. Проведём соответствующие вычисления:
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Задача №10

Исследовать на устойчивость системы ОДУ
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Образец решения задачи №10

Исследуем на устойчивость систему
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Найдём корни характеристического уравнения
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Отсюда 
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Корни вещественные, различные и положительные. Точка покоя – неустойчивый узел (cм. рисунок).
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